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В [1J была предложена динамическая автономная 
система второго порядка, описывающая взаимодейст­
вующие процессы эрозии почв и изменения биомассы 
наземного яруса. Следует отметить, что в этой работе 
не был проделан строгий математический анализ пред­
ложенной динамической системы. Впоследствии ана­
логичная динамическая система была получена при 
изучении процесса взаимодействия донной абразии с 
биомассой бентоса (донного биоценоза) [2J. Автор [2| 
проделал достаточно строгий анализ устойчивости осо­
бых точек и бифуркаций, возникающих в данной сис­
теме (которая, на наш взгляд, может рассматриваться 
в одном ряду с такими классическими динамическими 
системами в экологии, как вольтерровскис — модели 
тина ‘‘хищник—жертва” ), и продолжает его в настоя­
щей работе.
Согласно [2], динамика морской береговой систе­
мы “донная абразия—бентос” описывается следующей 
динамической системой второго порядка, представлен­
ной в безразмерном виде:
%  = у ( 1 - у ) - а 1 х
dx  ... . ’= - а 2 у + а3(1 - х )  х
( I )
где 0 < л' < 1, 0 < у  < 1 — безразмерные величины био­
массы бентоса (зоо- и фитобентоса) и интенсивности 
донной абразии, t — безразмерное время, «j , , «•> -
положительные безразмерные параметры.
Особые точки системы ( I ) находятся из решения 
кубического уравнения [2]
,2  „
х 3 -  2 х 2 +
а9>
1 + — U +
а 3
а 1 а 2
=  0 , (2)
причем начало координат также является особой точ­
кой.
Для анализа бифуркаций динамической системы 
( I ) используем параметрический метод построения 
бифуркационных (граничных) кривых [3], который 
не использовался нами в работе [2]. Для этого обозна­
чим произвольную особую точку системы ( I ) через 
(л'„ , у  t ), тогда получим следующую систему уравне­
ний:
а 1 х ф = 0У*(1 -  У*)
~а2У* + а3 х Д1 “ ** >
Выразив а 2 через г/„ , получим:
( 3 )
(4)
Граничная кривая области параметров, при кото­
рых существуют три различных состояния равновесия, 
исключая нулевое, определяется из условия 
da2(1/ 1 ) / d y * = 0, откуда искомая кривая приобретает 
следующий параметрический вид:
i 2=~^^1 - y * ^ a\ - y S l - y * ^  (3)
a i  = (1 ~ у* )(3у* - 1 )
Исключая параметр , придем к окончательному вы­
ражению
а 3(2у, ~ !) 
а 2 ~ ( З у , - 1 ) 2 
«1 = (1 -  У* )(3у*  - 1)
( 6 )
Покажем, что эта кривая совпадает с параметри­
ческим представлением границы седел. Действитель­
но, матрица линеаризованной системы (1) имеет вид
А  =
а„(1 -  2х  ) 2
2У,
( 7 )
откуда граница седел определяется уравнением
d e tA  = a g( l  -  2 х + )(1 -  2 y t ) -  a 1a 2 = 0 ,  (8)
которое с учетом выражений (3, 4) приводится ко 
второму выражению параметрического представле­
ния (6),  что и подтверждает наше предположение.
Граница устойчивости узлов и фокусов определит­
ся из уравнения
t r A  = a 3( l - 2 ^ ) + l - 2 y „ = 0 . (9)
и после ряда несложных алгебраических преобразова­
ний ее можно выразить с помощью следующего пара­
метрического п редставлен ия:
2a3 y j l - y t ) (Ю)
а 3 -  (2у* -  1)
a 23 - ( 2 y t - l f
У*а 2
Согласно (8),  граница седел при о, . я2 > а.) > ** су­
ществует в областях
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^ 2 '  у * > 2
( 1 1 )
В то же время, согласно (9) ,  граница устойчивости 
узлов и фокусов существует в двух других непересе- 







У . < \
При tr  А = 0 из выражения (8) получим 
det-A = -(1  -  2уш )2 -  а ха 2 < 0  ,
( 12 )
(13)
что указывает на невозможность возникновения би­
фуркации рождения цикла в рассматриваемой систе­
ме.
Таким образом, в данной системе возникают толь­
ко бифуркации типа “узел—седло” на кривой (6). 
Исключая параметр y t  из выражений (6),  придем к 
непараметрическому заданию этой кривой:
а 1 = -
1 8 а2а 3 - 4 а 3 
54а?
У(18а9ая -  4а 2 )2 - 108 ( 4 а 9а ^  -  а \  ) а \  
54 al
(14)
В [2] показано, что выражение (14) получается, 
если приравнять нулю дискриминант кубическою 
уравнения (2) ,  что эквивалентно совпадению двух его 
действительных корней (для трех действительных 
корней возможны два варианта попарного их совпаде­
ния (вырождения), в зависимости от знака).
Уравнение кривой (10) в не параметрическом виде 
примет вид:
, 2  / 0 „  а . о ~ \ 2
°2 =
а 3 ~ ( а 1 / 2 а 3 ± 2г)
2 а3 + а 1 ± 4 ад г
(15)
4
Кривые (6(14))  и (10(15))  при а 3 = 1 , 2  в области 
й] , а 2 ^ 0  показаны на рисунке. Отметим, что при 
а 3 = 2 ветвь tr А = 0 в положительной области пара­
метров а х , (12 соответствует крутовосходящей ветви 
detA, с которой она пересечений не имеет. Точка 
пересечений вышеуказанных кривых соответствует 
двум разным парам особых точек (х„ , у* ). Все это 
дополнительно иллюстрирует отсутствие бифуркации 
рождения цикла (бифуркиции Хопфа) в системе (1).
Нулевая особая точка является неустойчивым 
узлом (фокусом), а при наличии трех ненулевых осо­
бых точек одна из них является устойчивым узлом, а 
две — седловыми точками. Таким образом, реальная 
экосистема, в некоторой области начальных условий
Б и ф у р к а ц и о н н ы е  к р и в ы е  (14) (1, 2) и (15) (3, 4) при  р а з н ы х
з н а ч е н и я х  а»
(х, (/), в своем развитии стремится к динамическому 
равновесию, определяемому координатами устойчивой 
особой точки.
При изменении параметров исходной системы 
может происходить вырождение особой устойчивой 
точки (на кривой (14)) ,  что приводит к внезапному 
скачку из устойчивой точки в бесконечность (бифур­
кация типа “седло—узел” ). Отметим, что при сближе­
нии устойчивой и неустойчивой особых точек область 
притяжения (аттрактор) постепенно уменьшается и 
полностью исчезает при вырождении устойчивой 
точки. В неустойчивой области в окрестности седло- 
вых точек отмечается быстрый (через 5 -6  временных 
шагов) выход фазовых кривых на границы единично­
го квадрата.
При достижении траекторией стороны квадрата 
х  = 0 поведение экогеосистемы определяется первым 
уравнением системы (1),  которое в этом случае имеет 
устойчивую точку у  -  1. Эта ситуация соответствует 
нулевой биомассе бентоса при максимально выражен­
ном процессе донной абразии.
Когда траектория достигает стороны квадрата 
у  -  0, поведение экогеосистемы определяет второе 
уравнение системы (1), имеющее устойчивую точку 
х  = 1. Такая ситуация отвечает максимальной биомас­
се при отсутствии донной абразии.
При достижении траекторией квадрата у  = 1 пове­
дение экогеосистемы определяется вторым уравнени­
ем системы (1),  которое в интервале 0 < х  < 1 имеет 
отрицательную производную d x / d t  < 0 , т.е. х  убывает 
до нуля. Таким образом, экогеосистема переходит в 
устойчивое состояние, характеризуемое максимально 
выраженным уровнем абразионного сноса и нулевой 
биомассой.
На сторону квадрата х  = 1 фазовые траектории не 
выходят. Попадание системы в точку (х, (/) = (1, 1) 
вообще невозможно, что согласуется с природной об­
становкой (ситуация с максимально возможными 
уровнями биомассы и абразионного сноса нереальна).
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Во всех случаях при достижении траекторией 
какой-либо стороны квадрата дальнейшее движение 
происходит но этой стороне в одну из его точек.
Численные эксперименты по модели (1) показали, 
что выход в устойчивую узловую точку происходит 
через 10-15 временных шагов. Если в окрестности уз­
ловых точек движение достаточно медленное, то для 
седловых точек происходит кратковременное замедле­
ние скорости движения в их окрестности и дальнейшее 
быстрое удаление от них (за 5-10 временных шагов 
траектории уходят практически на бесконечность, 
если в системе не ставить ограничения на фазовые 
переменные).
Представляет интерес исследование динамической 
системы (1) в окрестности граничной кривой (14) при 
малых периодических флуктуациях параметров систе­
мы [4, 5]. В нашем случае, ввиду отсутствия в системе 
негрубых периодических движений (линии петли 
сепаратрис седла и др.),  не отмечается появления 
притягивающих гомоклинических структур и соответ­
ствующих им стохастических режимов при малых не­
автономных периодических возмущениях автономной 
системы. При численном исследовании динамических 
неустойчивостей системы (1) принимались следующие 
значения параметров cij , а 3 :
а 1 ~ 2 7 ’ а 3 
и выражение для осциллирующего параметра а2
a2(0 = yjj^l + A s i n - ^ * j . (•«)
При этом fij , а3 и усредненный по периоду колебаний 
Т  параметр a 2(f)= 5 /1 6  лежат на бифуркационной 
кривой (рис.), описываемой уравнением (14).  В слу­
чае х* = 7/12, у , = 7 /9  (особая точка невозмущенной
системы тина “седло—узел” ) и Т = 2п была получена 
следующая зависимость времен резкого срыва (появ­
ления неустойчивости) траекторий от амплитуды ко­
лебаний (см. таблицу).
В общем случае функция t =J{A, Т) является мо- 
нотонно-убывающей по обеим переменным. В резуль­
тате численных экспериментов было показано, что 
если <ср =ДЛ| , 7'| ), тогда это же значение ^  будет 
наблюдаться при такой паре (Л2 , Г2 ), для которой 
Л| • 7’j =Л2 ■ Т2 . Например, для функции
Зависимость времени срыва траекторий возмущен­
ной системы (1) от амплитуды возмущений при 
х , = 7/12, у ,  = 7 /9  и Т = 2п
А 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 ; 0,06 ; 0,07 0,08 0,09 : 0,1
£ср 691 341 225 167 132 109 | 93 80 : 71 | 63
1ср=ДА, 2п) (таблица) время < =80 было отмечено 
при следующих парах (Л, 7): (0,04, 4л), (0,02, 8л) и 
др., удовлетворяющих соотношению 0,08-2л = Л27'2 .
Если начальная точка лежит в устойчивой области 
сложного узла (не лежит на бифуркационной кривой 
(14)) ,  то соответствующие времена срыва траекторий 
возникают при больших амплитудах возмущения. На­
пример, при ,г(0) = 7/Э, у(0) = 7/1 2 (точка, симмет­
ричная особой относительно диагонали единичного 
квадрата в фазовой плоскости) тс же самые времена 
срыва происходят при амплитудах, в 5 раз больших. 
Чем дальше удалена начальная точка от особой точки 
(в области ее аттрактора), соответствующей бифурка­
ционному невозмущенному параметру, тем она более 
устойчива к возмущению этого параметра (в смысле 
более позднего возникновения срывов траекторий). 
Для таких точек, естественно, существует и область 
параметров (Л, 7), в которой отсутствуют динамичес­
кие неустойчивости. Полученные эмпирическим путем 
закономерности поведения функции /г|1 = ДЛ, 7) требу­
ют дальнейшего теоретического обоснования.
В перспективе, при умении количественно оцени­
вать параметры системы (1),  ее можно использовать 
при прогнозных оценках развития реальных экогео­
систем, а также при решении задач устойчивости оп­
тимального управления такими системами.
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